kt de X-as

7.
ereken p.
twee ver-

men 75/76

= 2, welke

3 8 heeft,
betrekking

de grafiek .

= -1

den, neem

men 75|76
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paragraaf 7.3

paragraaf 7.4
paragraaf 7.5

paragraaf 7.6

paragraaf 7.7

paragraaf 7.8
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HOE ZIT DIT HOOFDSTUK IN ELKAAR?

Primitieve functies

In deze paragraaf poneren we de stelling dat de grootte van de oppervlakte
onder de grafiek van een functie berekend kan worden met behulp van zijn
primitieve functie.

Bijzondere notaties zoals het sommatieteken

Bepaalde integraal
Van Riemann-som tot integraal.

Het verband tussen integralen en primitieve functies
Het verband tussen oppervlakten en integralen

Toepassingen van de bepaalde integraal
(Voorbeelden)

De primitieve functie van eenvoudige goniometrische, logaritmische en
exponentiéle functies

Samengestelde functies integreren
(Substitutiemethode)
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paragraaf 7.1

Wat komt er in
deze paragraaf aan
de orde?

voorbeeld 1

voorbeeld 2

Primitieve functies

e Wat is éen primitieve functie en wat kunnen we ermee?
e Het bepalen van eenvoudige primitieve functies.

Wat is een primitieve functie?

Gegeven zijn de functies:

S S R  R s

voorbeeld .

@ =3 e Fx)=ix
(Er geldt: F'(x) = f(x)) .
Y
i flx)=4x
3 -
— 0 i S 2 ;’ 1 6 1 X i
Fig.7.1a Fig. 7.1b

Voor de grootte van het gearceerde vlak geldt:
e A=ix6x3=9
Ook geldt:

® A=F(6)=4(6=9 (We tonen later aan waarom.)

Gegeven zijn de functies:
Sx) = x2 en Flx)=3x* ~

(Er geldt: F'(x) = f(x))
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Fi6)

X

voorbeeld 3

T
-

Fig. 7.2a

Voor de grootte van het gearceerde viak geldt:

o A=F(2)=22

Gegeven zijn de functies:

o(e) = 2t
(snelheidsfunctie)

(Br geldt: s'(z) = v(2))

|
| vit)=2¢
i , 4
—l g \}\\\\\\‘ ! [
o] 1 2
i -
Fig. 7.3a

Voor de afgelegde weg na 2 seconden geldt (de gearceerde o

een maat daarvoor):

® S=Upnt=2m/s'2s =

Ook geldt:
o 5(2)=4m

Uit de voorbeelden 1 tem. 3 zien we dat we mb.v. de fancties
F(x) en s(t) eenvoudigde grootte van de oppervlakten kunnen bepalen
en dat die getalsgrootte ook een betekenis kan hebben, zoals de afgelegde

weg in voorbeeld 3.

Fix) =%x3
24
Fi2)=2
i 1 1 | i i
) 2
Fig. 7.2b
en s(t)=¢
(plaatsfunctie)
\ sth=1?
\ T AL
A
\\ 2 si2)=4
» L
_J} 1 1 1 1
0 2 A
N ™ f———
Fig. 7.3b

4m

De functies F(x) en s(t) worden primitieve functies genoemd.

pperviakte is
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e, P
R e

T

T S T

T T 2

e

differentiéren
fix)

primitiveren®

voorbeeld 4

Fix)

In het vorige hoofdstuk hebben we geleerd van een gegeven functie f, de
afgeleide functie f” te bepalen.

Het bepalen van f’ uit f noemden we: differentiéren.

We zeggen: f' is de afgeleide functie van f.

Een belangrijk onderdeel van de integraalrekening is het terugvinden van
de oorspronkelijke functie f wuit de gedifferentieerde functies f.

Het bepalen van f uit f' noemen we: Dprimitiveren.

We zeggen: f is een primitieve functie van I

Differentiéren en primitiveren zijn inverse bewerkingen. '
Een primitieve functie — of kortweg een primitieve — van een functie

2
wordt met een hoofdletter aangegeven: opg
F voor een primitieve van een functie f;

G voor een primitieve van een functie g, enz. ‘

Definitie:

mmmm F is een primitieve functie van f als F "(x) = f(x).

(f zelf is een primitigve functie van f”.)

Het bepalen van eenvoudige primitieve functies ,

Gegeven functie f Primitieve functie F:

Sx)=2x+1 Fx)=x?>+x

Sflx) =x F(x) =3x* :

Jx)=3 F(x) = 3x '

Jx)=0 Flx)=6

fx)=0 ‘ F(x) =33

S(x) =x? F(x)=1x% 4 4

Controleer de primitieve functies F door middel van F'(x) = f(x).

: voorb

Uit voorbeeld 4 zien we dat primitieve functies F op een constante na

te bepalen zijn. Dit komt omdat de afgeleide van elke constante C nul

is.

Zo heeft f(x)=2x+1 oneindig veel primitieve functies: .
Jx)=2x+1 met Fx)=x>+x

Flx)=x*>+x+3
F(x)=x%>+x~10, enz.
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ie f, de

nden van

1.

n functie

= f(x).

nstante na
ite C nul

Algemeen:

S(x)=2x+1 met Flx)=x*+x+ C (met CeR)

De algemene voorstelling van de primitieve van een functie f zullen we
in het vervolg steeds de primitieve van f noemen.

opgaven 7.1 Bepaal een primitieve van de volgende functies:
| a f: f)=x £ f f(x)=é
b S f(x) =x2 g S fx)=x
c [ flx)=x3 h 1t f(x) = 2x?
d fi flx)=x* i fifm=x
e 1 flx)=x"*

7.2 Bepaal van de in opgave 7.1 gegeven functies de primitieve.

e
_EXPONENT
EEN VERHOGEN

Uit de opgaven 7.1 en 7.2 blijkt:

) 7
' Als f: f(x)=x", dan F: F(x) =—~——1x"+1 +C
n+
, (met n en CeR A n#—1) /
DELEA; DOOR
VERROOGDE
expoNen\}T

Enkele eigenschappen .

' voorbeeld 5 Gegeven functie f: ' Primitieve functie F:
Sfilx) = x? Fi(x)=3x*+C
fo(x) = 2x2 Fyx)=23x*+C

=334 C
: , fa(x) = 10x? Fyx)=10-2x%+ C
, =834 C
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voorbeeld 6

Als f: x- f(x) als primitieve F: X— F(x) heeft, dan geldt
g x> a- f(x) als primitieve G x—a- F(x)

In woorden:

Gegeven functie f:

Wordt een functie met een constant getal vermenigvuldigd, dan
wordt de primitieve met dezelfde constante vermenigvuldigd.

Primitieve functie F:

Six)=x-3 F(x)=3x?-3x+C
Jolx) = x* - Fx)=ix*+C
o) = 222 F=%2+C

JxX)=x*-2x2+ x -3

() = ) = f3(x) + £1(x))

Fx)=2x*-2x3 4152 35,4 ¢

(F(x) = Fy(x) = Fy(x) + Fy(x))

Algemeen:

Als f(x) = g(x) + h(x) + r(x), dan geldt
F(x) = G(x) + H(x) + R(x)

opgaven 7.3 Bepaal de primitieve functie van de volgende functies:
a fifx)=1 d fi f(x)=3x2-1
b fiflx)=x*+3x+2 e fif(x)=-2x+3x"2
c frfl)=x+1 £ fx)=x+x2—1y3
7.4 Bepaal de primitieve functie van:
3
a fifx)=2-x e :f(x)=—;+2
x
b S f() = (x - 1) ff ) =x/x
c D f(x) =x"3 g fi f(x)=3x5-3x2+2
X+
d fIf(x)=7 h S ) =33
7.5 Bepaal voor de in opgave 7.3 gegeven functies de primitieve
functie F waarvoor geldt: F1)=0.
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ft, dan geldt
)

rvuldigd, dan
ligvuldigd.

F:

%x2—3x+C

x) + Fy(x))

’s:

3x~2
1.3

primitieve

w

3

RS S

paragraaf 7.2

Wat komt er in
deze paragraaf aan

de orde?

voorbeeld 7

voorbeeld 8

voorbeeld 9

—_—

e e,
Bijzondere notaties

© Het Sommatieteken ¥
® Het teken [ ]

Het sommatieteken z

5

P +Dy+py + D4+ ps = Zpi

P=1
s .
> b betekent dus de som van de termen p, waarbij de sommatie-
i==]
index i achtereenvolgens gelijk is aan 1, 2, 3, 4 en 3,
De getallen 1 en 5 heten de sommaliegrenzen,

SO + 105 + f(5) + .4 £ = 5 76)= 3 fta)

13
Wanneer de sommatie-index ; loopt van de ondergrens 1 tot en met

de (variabele) bovengrens n, wordt de sommatiegrens » vaak weg-
gelaten.

SG) Ax + f(x,) Ax + .. + f(x,) Ax = D f(x)-Ax

Soms wordt ook de sommatie-index ; weggelaten. Bij welk lettersym-
bool de index ; hoort, is nu echter niet zonder meer duidelijk.

Het teken | ]2

[F(x)]5

= F(b) - F(a)

In woorden:

[F(x)]% is de verandering van F(x) op het interval [q, b].
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T it

voorbeeld 10

opgaven

Als afbeelding:

Y

Flx}

F(b) -Fla)
Fib)

Fig. 7.4

Gegeven:
F(x) = x*

Gevraagd:
Bereken [F(x)]3

Oplossing:
[Fx)=F@4)- F2)=16 — 4 =12

7.6

1.7

7.8

7.9

Gegeven de functie f: F(x) = x* — x.
a Bereken [F(x)]3.

b Bereken [F(x)]°,.

¢ Bepaal [F(x)]%.

Gegeven: Fi(x)=x, Fy(x)=x+2 en Fy(x)=x+ C.
Toon aan: Fj(x) = Fy(x) = Fi(x).

Bereken [Fy(x)I3, [F(x)]3 en [Fy(x)]3.

Bepaal [Fi(x)l;, [Fy(x)]; en [Fy(x)]t.

Geef het onder b en ¢ bepaalde ook grafisch weer.

oo o'

Gegeven: F en G zijn primitieve functies van de functie f
op [a,b]. ' )
Bewijs dat F(x) en G(x) dezelfde aangroeiing hebben op
[a,b] ofwel: bewijs dat [F(x)]2 = [G(x)]?.

(Aanwijzing: stel F(x)= G(x) + C, CeR)

Gegeven: F(x)=x>+2x, G(x)=x2+2x+6 en

O(x) =x%+2x + ¢

a Toon aan: F'(x) = G'(x) = O'(x).

b Bereken [F(x)]3, [G(x)]2 en [O(x))3.

¢ Bepaal [F(x)IZ, [G(x)]5 en [O(x)]%.

d Licht de antwoorden onder b en ¢ met behulp van grafieken
toe. :
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le functie f
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‘an grafieken

paragraaf 7.3

Wat komt er in
deze paragraaf aan
de orde?

Bepaalde integraal

Ry

e Het begrip opperviakte.
e Het sommatieteken X als notatie voor de benadering van de grootte
van een oppervlakte.

e Het integraalteken | als notatie voor de exacte grootte van een
oppervlakte.

e De meetkundige bepaling van de grootte van een oppervlakte,

De opperviakte

In fig. 7.5 is de grafiek getekend van een positieve functie J (fx)> 0).

y

Fig. 7.5

We willen de oppervlakte van het vlakdeel ingesloten door de grafiek
van f, de X-as en delijnen x=g en x =05 bepalen.

We zien in de figuur dat voor xe [a,—) de grootte van de oppervlakte
ingesloten door de grafiek van f, delijn x = a, de X-as en de lijn door
het punt (x,0) loodrecht op de X-as, wordt bepaald door de waarde
van x. De relatie 0: x— O(x), waarin O(x) de grootte van de om-

schreven oppervlakte voorstelt, is dus een functie. Voor deze functie
O geldt: O(a) = 0.

Wat we nu willen bepalen is de functiewaarde of oppervlakte O(b).
Daartoe verdelen we het interval [a,6] in n stukjes met lengte

b~-a ,
Ax=—" De deelpunten noemen we opvolgend x,, x,, ..., x
n

Verder stellen we a = x,.
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We vormen nu rechthoekjes met basis Ax enhoogte f(x,), f(x,), ...,
S(x,) (zie fig. 7.6). Het verschil tussen de oppervlakte van een recht-
hoekje op een bepaald deelinterval en de oppervlakte onder de kromme
op hetzelfde deelinterval is in de figuur gearceerd. We vermelden zonder
bewijs dat de gezamenlijke oppervlakte van de gearceerde vlakdeeltjes tot
nul nadert als n—oo0, dus als Ax— 0. (Riemann heeft dit als eerste
bewezen.)

Y

Fig. 7.6
Notatie

Voor de som van de oppervlakten van alle rechthoekjes geldt:
OB) = fx)) Ax + f(3) ' Ax + ... + f(x,) Ax

of:
o)=Y f(x) Ax

De benaderingsfout nadert tot nul als Ax—0, zodat
0®) = Jim T/() Ax

Dit wordt wel de Riemann-som genoemd.
Hiervoor wordt ook genoteerd

0(b) =] f(x)- Ax

Voor de basiselementjes Ax wordt meestal de notatie dx gebruikt; dit
geeft

0®) = [ /(x): dx

(Uitspraak: de integraal van a tot b van f(x)-dx)
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L S(x), ...,

n een recht-
r de kromme
elden zonder
ikdeeltjes tot
lit als eerste

dt:

rebruikt; dit

opgaven

Het integraalteken | heeft de vorm van een uitgerekte letter S (van som)

en stelt symbolisch de som van een oneindig aantal termen voor.
Integreren is sommeren!

In ff(x)-dx heet:

a de ondergrens;
b de bovengrens;
S(x) de integrand;
x de integratiewaarde,

b
De waarde voor O(b) = [ f(x)-dx wordt natuurlijk bepaald door de

grenzen a en b.
b

Daarom noemt men [f(x):dx een bepaalde integraal of Riemann-
integraal. a

t

- 7.10  Gegeven is de functie J(x)=x (zie fig. 7.7).
2

a Watstelt {x-dx voor?
1
) 2
b Wat is de grootte van [x-dx?
1

T2
¢ Watis de grootte van [ f(x) dx?
. [¢]

2
d Wat is de grootte van [ f(x)-dx?
1

~

e 2 [0S Sp—
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8
7.11  Gegeven is fig. 7.8 waarin | f(x)- dx = 16.
: 3

a ff(x)-dx=
[}

I

b ff(x)-dx .

I

c ff(x)'dx

d ff(x)-dx

Fig. 7.8

Conclusie:

|

;} Integreren is sommeren. ‘
: Het sommeren van pesitieve en negatieve termen kan als uit-

. eindelijk resultaat (uitkomst) zowel positief, nul of negatief

zijn.

fé Het teken van de integrand f(x) is hierbij belangrijk.

ih
:
! Pt S SRS S e mmwm&wmmm&mwmwm&&%m@mm
' paragraaf 7.4 Het verband tussen integralen en primitieve functies
i
| W, 1 b
: at komt er in .
In de vorige paragraaf hebben we x)'dx leren kennen als
| deze paragraaf aan £¢ paragr ! S&) .
\ de orde? een som van oneindig veel termen (Riemann-som, -integraal). '

De uitkomst van zo’'n bepaalde integraal hebben we voor een aantal
bijzondere gevallen (zie opgave 7.10 en 7.11) zelfs bepaald. In deze
!' ) paragraaf zullen we aantonen dat de uitkomst van een bepaalde
' integraal met behulp van een primitieve functie berekend kan worden,
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In paragraaf 7.3 hebben we gezien dat voor een Dositieve functie f

0®) = [ f(x)-dx

de oppervlakte voorstelt van het vlak dat begrensd door f, de X-as en
delijnen x=a en x=5b (zie fig. 7.5).
Omdat O(a) =0 kunnen we ook schrijven:

[ /() dx = 0() - 0(a) = [0()]2 ¢y

In woorden:

b )
De integraal [ f(x)dx is dus gelijk aan de groeiing van O(x) op het

interval [a, b]

We zullen nu aantonen dat de functie O: x—» O(x) een primitieve
functie van f is.

Y

Fig. 7.9

Laten we x toenemen met Ax (zie fig. 7.9), dan neemt O(x) toe
met AO(x). :
Een benadering van AO(x) is:

AO(x) = f(x) Ax

zodat:

AO(x)
Tax W
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voorbeeld 11

Deze benadering is beter naarmate Ax kleiner is. Als Ax— 0 nadert
de fout tot nul:

. AO(x) _
Al;lcg.lo Ax J6)
of:
dOo(x) _
e S(x)
of:
0'(x) = f(x)

De functie O is dus een primitieve functie van f.

In opgave 7.8 is aangetoond dat voor elke primitieve functie F van f
de aangroeiingvan F(x) op [a,b] even grootis.In plaats van [O(x)]®
kunnen we dus ook [F(x)]2 schrijven in (1):

b
[ fG)dx = [F(x)]} = F(b) ~ F(a) @)

In het bijzonder zullen we onder [ f(x)dx (dus zonder grenzen) het
bepalen van de primitieve van f verstaan:

]'f(x.)dx =F(x)+ C

(F een willekeurige primitieve van f)

Bepaal de primitieve functie F als gegeven is:

a f(x)=x?

b f(x)=2x+3

Oplossing:

a F(x)= [f(x)dx b F(x)= [ f(x)dx
= [x*dx = {(2x + 3)dx
=14 C =x2+3x+C

We zijn hier gewoon aan het primitiveren, weliswaar met een nieuwe
notatie.

|
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1 [Cf(

b
2 fx)c

Immer

=

Fig. 7.1

3 ff(x)(

Immer

Fig. 7.1




Ax— 0 nadert

stie F van f
svan [O(x)]%

@

* grenzen) het

X
3)dx
"+ C

it een nieuwe

voorheeld 12 Gegeven is de functie f: f(x) = x.

Gevraagd:
a Bepaal de primitieve functie van f.

b Bereken |[f(x)dx.

4
¢ Bereken [ f(x)dx.
2

Oplossing:
a Flx)=ix*+cC

b [f(x)dx= [xdx=%ix*+C

I

¢ ff(x)dx fxdx= ¥+ Cli=(8+C)-(2+C)=6

Enkele eigenschappen van integralen

1 [C f(x)dx=C[f(x)dx met CeR
teken gebracht worden.

Grenzen verwisselen levert een
min-teken op.

2 [fG)dx=- Iff()c)dx L

Immers: F(b) - F(a) = ~ {F(a) - F(b)} (zie fig. 7.10)

[
f E f I
| |
1
i
l | i }
JROES NS PR S E
a —» b X a - b X
Fig. 7.10a Fig. 7.10b

c b c
3 [fe)dx= [ f(x)dx + gf(x)dx

Immers: F(c) ~ F(a) = {F(b) — F(a)} + {F(c) - F(b)} (zie fig. 7.11).
3

Een constante mag voor het integraal-

Splitsen voor aansluitende intervallen.
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" voorbeeld 13

opgaven

paragraaf 7.5

Wat komt er in
deze paragraaf aan
de orde?

voorbeeld 14

5
Bereken [ (1+ x?)dx
o

Oplossing :

5
6[(1 +x?)dx = [x + 5x°]5 = 462

7.12  Bepaal:
a [xdx
b [4x3dx
¢ [(*+1)dx

7.13  Bereken:

d [(1-x*dx
e [x3dx
f [ /xdx

2 4
a [xdx d [x3dx

0 1

3 °
b [4x3dx e [xdx

i 0

5 9
¢ {(x*+1)dx SE T

2 /]

O A R T R S S S

Het verband tussen oppervlakten en integralen

b .
e Het oplossen van [ f(x)dx is een standaardprocedure die luidt:

~ Bepaal de primitigve F(x).

- Bereken [F(x)]% = F(b) — F(a).

Het resultaat van bepaald integreren is een getal (F(b) — F(a)).

Wat is de betekenis van dat getal?
e Even en oneven functies.

Gegeven is de functie f: f(x) = 2.

Gevraagd:

a Bepaal de oppervlakte van het viakdeel ingesloten door de grafiek
van f, de X-as en de lijnen x=1 en x=3.
3

b Geef de waarde van [ f(x)dx aan met behulp van een grafiek van
1

een primitieve functie van f.
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re die luidt:

-~ F(a)).

v de grafiek

1 grafiek van

voorbeeld 15

voorbeeld 16

Oplossing :
a Y )

Fig. 7.12 -

Omdat f op [1,3] een positieve continue functie is, geldt voor de

gevraagde oppervlakte:
3

A=jf(x)dx=f2dx=[2x+C];=_(6+C)—(2+C)=4

b We kiezen als primitieve functie van S de functie F: F(x) = 2x.

v
Fix)=2x
6 — .
F(3)=6
FI3)-F(1) F(1)=2
Fi3) FG3)-F(1)=4
A | M
F{1) :
o T3 X
Fig. 7.13
Gegeven is fig. 7.14.
Omdat f op [a,b] een
negatieve continue functie
is, geldt voor de oppervlakte
boven de grafiek van f en
ondei [a, b]:
A={-f(x)dx Fig. 7.14

Gegeven is de functie f: f1 (x) =x.
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Gevraagd:
2
a Bereken [ f(x)dx.

-2 .
b Bereken de oppervlakte 4 van het vlak ingesloten door de grafiek
van f, de X-as en de lijnen x= -2 en x =2,

Oplossing:
2 2

a [ fe)dx= "] xdx=[ix2+ CP,=2+C)-(2+C)=0
-2 -2

b Op [-2,0] geldt: f(x)=<0.
Op [0,2] geldt: f(x)=O0.
Zodat:

A= jgz—f(x)dx + jf(x)dx

[ 2
= [ —xdx+ [xdx
-2 0

[-3x2+C1%, + 5% + C3
C—(-2+0)+2+C)-(C)
2 + 2 =4

Conclusies:

e Integreren is sommeren.

e Het sommeren van positieve en negatieve termen kan als resultaat
(nitkomst) zowel positief, nul als negatief zijn:

o positief
[ 7G)dx == nul
a negatief
Een oppervlakte is per definitie positief.
Oppervlakten kunnen met behulp van integreren bepaald worden,
De kunst is dan een goede integraal op te stellen.

opgaven 7.14  Bereken de oppervlakte van de figuur die begrensd wordt door:
a deX-asendelimen x=0, x=5 en y=2x+1:
b de X-asen de lijnen x=0, x=9 en y=\/3_c;
¢ deX-asendelijnen x=1, x=4 en y=1ix2
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or de grafiek

—X

Is resunltaat

ud worden.

wordt door:
-1:

voorbeeld 17

7.15  Gegeven de functie f S =-x+1.
a Teken de grafiek van f.

b Bereken de oppervlakte van het vlakdeel ingesloten door de
grafiek van f, de X-as en de lijnen x=1 en x = 3
3

¢ Bereken [(-x+1)dx.
1

Bereken de oppervlakte 4 van het viakdeel ingesloten door de grafiek

van de functie f: f(x)=x®>-x, de X-as en de liinen x= -1 en
x =3

Oplossing:
Omdat er naar de oppervlakte gevraagd wordt, is een tekenoverzicht (of
een grafiek) van f nodig om de juiste integraal op te kunnen stellen.
Jx)=0 <« x2~x=0

x(x—-1)=0

x=0 v x=1

+ - + :
t } t } TO fix)
40 1 3
0. 1 3
A= [ f&)dx+ [ - fix)dx + [ f(x)dx
-1 0 1
ALLE INTEGRANDEN
2UN POSITIEF.
o 1 3
A= [ (x®-x)dx - [(x2 - x)dx + J(x* - x)dx
-1 0 1

Als f(x)=x*-x dan F(x)=1x*- L2 ¢

4 ={F(0) - F(-1)} - {F(1) - F(0)} + {F(3) - F(1)}
A={C-(-e+ O} ~{(-4+C)-C} + {42 + C)-(~5+C)}
A=C+3-C+{-C+C+4ak+C+1-

A=52

601{ geldt: 4 = f [ f(x)]dx

In deze paragraaf blijkt hoe belangrijk het begrip Riemann-som is:
Is de functie f(x)> 0 dan levert f(x)- Ax een positieve bijdrage aan
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de Riemann-som; is f(x) <0 dan levert f(x)-Ax een negatieve bij-
drage.

Bij oppervlakteberekeningen (een oppervlakte is positief) dient men
hiermee rekening te houden (zie opgave 7.11).

2
7.16 a Bereken [(1-x?)dx=

opgaven
]

b Bereken de oppervlakte van het vlakdeel ingesloten door de
grafiek, van f: f(x)=1-x? de X-as en de lijnen x =0
en x=2.

7.17  Gegeven de functie f: f(x) = |x|.

a Teken de graﬁek van I

b Bereken f!x{dx, j" [x|dx en _[ xdx

7.18  Gegeven de functies f: f(x) =x* en g: g(x) = ~x2 + 2.

a Teken in één assenstelsel de grafiek van f en van g.

b Bereken j f(x)dx en _f g(x)dx.

¢ Geef het onder b berekende duidelijk in de grafieken aan.

d Wat stelt _[ {g(x) — f(x)}dx voor? Bereken dat.

21

7.19  Gegeven de functies /3 f(x)=x2~4 en g: g(x) = —x2 - 2.
a Teken in één assenstelsel de grafiek van f en van g.

b Bereken _[ f(x)dx -en j' g(x)dx.

¢ Geef het onder b berekende duldehjk in de grafieken aan.

d Wat stelt j {g(x) - f(x)}dx voor? Bereken dat.

720 Gegeven de functies f: f(x)=x2-1 en g: g(x) = —x> + 1.

a Teken in één assenstelsel de grafiek van f envan g.

b Bereken j f(x)dx en j' g(x)dx.

¢ Geef het onder b berekende duidelijk in de grafieken aan,

d Wat stelt J' {g(x) — f(x)}dx voor? Bereken dat.

7.21  Maakt het voor het berekenen van de oppervlakte ingesloten door
de grafieken van f en g in opgave 7.19 wat uit als we de
functiewaarden van zowel f als g met 4 (of met 837) ver-
meerderen?
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negatieve bij-

f) dient men

loten door de
liijnen x=0

-x2 4+ 2
van g.

fieken aan.
at.

=—x2-2
van g.

A fieken aan.
iat.

=—x%+1.
van g.

fieken aan.

dat.

igesloten door
1t als we de
net 837) ver-

g

i

DE OPPERVLAKTE
VAN HET VLAK-
DEEL TUSSEN

DE GRAFIEK VAN
TWEE FUNCTIES!

voorbeeld 18

WELKE FunNcTie
HEEFT op
INTERVAL [—3,4]
DE GROOTSTE
FUNCTIEWAARDEN ¢

Fig. 7.16

Uit de opgaven 7.18 t.e.m. 7.21 volgt voor de oppervlakte ingesloten door
de grafieken van f en g in fig. 7.16;

Opp. = [{g(x) - f(x)}dx + j{f(x) —g(x)}dx + f{f(x) ~g(x)}dx +

+ f {9x) - ()} dx

Ga na dat opalle intervallen dejntegrand positief is.
We kunnen het bovenstaande ook korter schrijven als:

Opp. = | [f(x) - g(x)] dx

Bereken de oppervlakte ingesloten door de grafieken van
Ji f(x)=~x*>~6x en g: g(x) =x2 - 2x — 6.

Oplossing:
o flx)=g(x) = —-x>-6x=x2-2x-6
S 0=2x*+4x~6
< 0=x%+2x-3
- O=(@+3)x-1)
N x=1v x=-3
«SO=0Y 6y
g(0)=-6 -3 ! ‘
1 1
e Opp.= [ {f(x) - g(x) }dx = [ (-2x? - 4x + 6)dx
-3 ~3

I

[-2x3 - 2x2 + 6x]1,
(33) = (- 18) :
212 !

INTE GRAND
I3 POSITIEF

I

Il
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7.22

Bereken de grootte van het oppervlak ingesloten door de grafiek
van f en g als: . '

a fi f(x)=x* en g: g(x) =x.

b fi flx)=x* en g: g(x) = \/J_C

¢ f1/x)=-x*+4x-1 en g: g(x)=x%—4x + 5.

d fifx)=x*-x en g: g(x) = 3x.

7.23  Bereken de grootte van het oppervlak ingesloten door de grafiek
van f, de X-as en de lijnen x=—1 en x =3 als:
a fi f(x)=x?-x-2;
b fi fx)=—-x>+2x +3.

7.24  Bereken de oppervlakte van het vlakdeel ingesloten door de
grafiekvan f: f(x) = x, de grafiek van g: g(x) = 2x endelijn
x =2,

Opmerking:

Het berekenen van de oppervlakte van het vlakdeel tussen de grafiek
van f en de X-as is een bijzonder geval van het bepalen van de opper-
vlakte van het viakdeel tussen de grafiek van de functie f en y=0.

Even en oneven functies

Even functie

Als voor alle xeR geldt:
C S(=x) = f(x)

dan is f een even functie

(zie fig. 7.17).

Oneven functie

Als voor alle xeR geldt:
J(=x)=-f(x)

danis f een oneven functie
(zie fig. 7.18).

Fig.7.18

Zois: f: f(x)=x*-3 een even functie, want:

fl=x)= (=xP-3=x2-3

o = f(=%)= &)

192

Integraalrekening

opgaven

paragraai

voorbeeld 1

voorbeeld 2(



door de grafiek

door de grafiek
als:

sloten door de
= 2x endelijn

Aliptin

issen de grafiek 3

n van de opper-

f en y=0. i

!

8

: :

Z

ie g
tie

opgaven

paragraaf 7.6

voorbeeld 19

voorbeeld 20

Zois: f: f(x)=x> een oneven functie, want;

feexy==)
oo f(=x)= 1)

725  Gegeven de functie f: f(x) = x%
2 . 2
Toon aan dat | f(x)dx=2-{ f(x)dx.
2 0

7.26  Gegeven de functie f: f(x) = x.
a Toon aan dat f een oneven functie is.

b Bereken [ f(x)dx. Geldt het antwoord voor elke oneven

functie?

Opmerking:
Er zijn vele functies die even noch oneven zijn.

Toepassingen van de bepaalde.integraal

(voorbeelden)
Y Bereken de oppervlakte van het gekleurde
vlakdeel in fig. 7.19.
| flx}=2
. Oplossing:
| X Omdat functie f een constante functie is, kan
o de gevraagde oppervlakte zonder integreren
worden berekend:
Fig. 7.19 Opp.=f(x)'Ax=2:(3~1)=4

Bepaal de oppervlakte van het gekleurde vlak-
deel in fig. 7.20.

Oplossing:

De functiewaarde f(x)-van de functie f is
nu niet constant, maar afhankelijk van de
groottevan x. Voor het gekleurde viak geldt:
Opp. Alil_l}o Tf(x) Ax op(1,3]

Il

1l

1769 dx
[FGT: = F@3) - F(1)

it
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voorbeeld 21 Een massa wordt door een constante
kracht F = 2(N) verplaatst in de richting

N van de kracht. De verplaatsing is x = 10 (m).
1 Bereken de verrichte arbeid W.
2
F ing:
Oplossing:
0 v m Omdat de grootte van de kracht constant is, is
X . . .
integreren niet nodig:
Fig. 7.21 Wosi0=F(x)'x=2Nx10m=20N'm
voorbeeld 22 Een massa wordt door een kracht F(N) ver-

plaatst in de richting van de kracht.

De verplaatsing x = 10 (m). Voor de kracht
N geldt: F(x) = ix, zie fig. 7.22. '
Bereken de verrichte arbeid W.

F Oplossing:
a Zonder integreren

5
I W=Fg,,m~Ax=—21\—I><10m=25N'm

b Met integreren .
Wo—10 = lim0 ZF(x)-Ax op]0,10] ' voorbee
ng. 7.22 Ax—

ljo F(x) dx

10
| gx-dx
0

1l

[Bx2+ Cll°=25N'm
rt

voorbeeld 23

Fig. 7.23 Y

Doordat het volume van een hoeveelheid gas toeneemt van ¥V, tot
V,, neemt de druk p van het gas af. Voor de druk geldt:

2
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in de richting
iis x =10 (m).

t constant is, is
=20N'm

ht F(N) ver-
racht.
Toor de kracht

V.

=25N-m

op [0, 10]

[*m

van ¥ tot

voorbeeld 24

Bepaal de door het gas verrichte arbeid W,

Oplossing : _
Voor de arbeid W, verricht door een gas, bestaan de volgende drie
uitdrukkingen:

o W=p-AV ey
o W=pun AV - @)
o W= lim Zp(V)-AV = [p(V)-dv ' 3)

(1) toe te passen als p constant zou zijn (zie b.v voorbeeld 19 en 21).
(2) toe te passen als p lineair afhankelijk is van ¥V (zie b.v. voor-
beeld 22).

(3) toe te passen als p ‘willekeurig afhankelijk’isvan ¥ (zie b.v. voor-
beeld 20 en 23).

Er geldt hier p(V)= —25, zodat we de derde uitdrukking moeten
toepassen: v ’

V2

1 Va

2 s -1 V2 1 1

W= |p(V)dv = V=] 2V2dr=2 | —| <a(———
i | 4

Vi
A
——-10 T
- |
f |
I
0 t. =1 fz =3 s
[ [ t=——
Fig. 7.24

Door een draad loopt een stroom I. Voor de lading Q die tussen de
tijdstippen ¢, en £, door de doorsnede van de draad gaat, geldt:
Q=IAt

=I(t,—t)

=10Ax2s=20A"5

Is de stroom afhankelijk van de tijd, bijvoorbeeld I ®= \/;, dan geldt
tussen ¢, =1s en ¢, =4s:

Q= }ﬁ(t)-dz:f\/}.dt: B/l = 42 A-s
Iy 1
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